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Exercice 1

Soit (Pn)n⩾2 une propriété telle que :

Pn :

n⋃
i=0

Ai =

n⋂
i=0

Āi ∧
n⋂

i=0

Ai =

n⋃
i=0

Āi

P2 est vraie (c’est la loi de de Morgan).

Posons n ⩾ 2 tel que Pn soit vraie.

Soient A1, . . . , An+1 des parties de E. On pose B1 = An ∪ An+1 et B2 = An ∩
An+1.

n−1⋃
i=0

(Ai) ∪B1 =

n−1⋂
i=0

(Āi) ∪ B̄1 hypothèse de récurrence

=

n+1⋂
i=0

Āi

de même pour la deuxième partie de Pn.

Alors, Pn+1 est vraie.

Ainsi, Pn est vraie pour tout n supérieur ou égale à 2.
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Exercice 2

Soient a ∈ N et n ∈ N tel que Pa(n) soit vraie.

10n × 10 + a = 9 × 10n + 10n + a, donc c’est divisible par 9 car 9 × 10n l’est et
10n + a l’est aussi par hypothèse. Alors,

Pa(n) =⇒ Pa(n+ 1)

Prenons le cas particulier a = 9. On a que 9|100 + a ⇐⇒ 9|10 est faux, donc
Pa(n) n’est pas vraie pour tout n. Pour que Pa(n) soit vraie pour tout n, il faut
que 9|a+ 1, i.e. a = 9k + 1 (pour k ∈ N∗).
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Exercice 3

Pn : H2n ⩾ 1 + n/2

P0 : H1 = 1 ⩾ 1 + 0/2

Soit n telle que Pn soit vraie. On a donc que H2n ⩾ 1 + n/2. TODO : refaire
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Exercice 4

1. F2 = F1, donc P1 est vraie.

Soit n > 0 tel que Pn soit vraie.

F2n = F1 + . . .+ F2n−1

F2n+2 = F2n + F2n+1

F2(n+1) = F1 + . . .+ F2n−1 + F2n+1

Donc Pn+1 est vraie.
5. F1 ⩾ 0 et F1 ⩽ φ, donc P1 est vraie.

Soit n > 0 tel que Pn, . . . , P1 soit vraie.

φn−2 ⩽ Fn ⩽ φn−1

φn−2 + φn−3 ⩽ Fn + Fn−1 ⩽ φn−1 + φn−2

φn−2 + φn−3 ⩽ Fn+1 ⩽ φn−1 + φn−2
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